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Основная цель работы заключается в построении приближенного аналитического решения 
задачи Лиувилля и в детальном изучении годовых и полугодовых возмущений в движении 
полюса оси вращения и в осевом вращении Земли, вызванных вариациями коэффициентов 
геопотенциала. В работе выполнено исследование влияния годовых и полугодовых вариаций 
тензора инерции Земли на вариации переменных Андуайе и проекций угловой скорости 
вращения Земли. Определены численные параметры годового движения полюса, вызванного 
годовой вариацией геометрии масс Земли в хорошем согласии с параметрами этого движения, 
которые были получены на основе астрометрических наблюдений известными авторами 
(Джефрисс, Яцкив, Рыхлова, Сидоренков и др.). Определены параметры полугодового 
колебания полюса Земли, а также тонкие эффекты в движении полюса с малыми амплитудами 
порядка микросекунд дуги. Современная астрометрия, космическая астрометрия 
приближаются к этому уровню точности и уже изучаются эффекты в десятки микросекунд 
дуги. 




 В этой работе будем исследовать возмущенное вращательное движение осесиммет-
ричного тела (планеты) с изменяемой геометрией масс. Небесное тело (Земля) рассматри-
вается как изолированное, т.е. гравитационные моменты, обусловленные гравитационным 
притяжением внешних небесных тел (Луны и Солнца) не учитываются. Т.е. все внимание 
здесь концентрируется на изучении динамических эффектов во вращательном движении 
Земли, вызванных изменением ее геометрии масс. Причем данные о подобной изменяемо-
сти будем черпать из данных космической геодезии о вариациях гравитационного поля 
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Земли. Также здесь изучается роль вариаций компонент относительного углового момента 
частиц планеты в земной системе координат.  
Одно из преимуществ разрабатываемого подхода состоит в том, что для построения 
подобных моделей и самих уравнений вращательного движения можно привлечь данные о 
вариациях коэффициентов второй гармоники геопотенциала, полученные спутниковыми 
методами, методами космической геодезии. Т.е. минуя трудоемкие процессы построения 
возбуждающих функций для всех процессов перераспределения масс Земли (атмосфер-
ных, океанических, грунтовых вод, ледников, плит и др.). Спутниковые методы позволяют 
учесть изменения геометрии масс сразу для всей системы Земля, т.е. суммарные (инте-
гральные) эффекты от перераспределния атмосферных, океанических масс, от перерас-
пределений грунтовых флюидных масс, а также лунно-солнечные приливные деформации 
мантии и др.).  
Постановка задачи. Уравнения движения 
Рассмотрим слабодеформируемое тело, предполагая, что его частицы в процессе 
движения тела либо слабо отклоняются от своих первоначальных положений, либо сме-
щаются заданным образом во времени с малой скоростью. Предполагаем, что тело имеет 
внутреннюю твердую оболочку и внешнюю деформируемую оболочку. 
Исследование опирается на канонические уравнения вращательного движения сла-































  , 
где гамильтониан представляет собой сумму невозмущенного гамильтониана 0K  и воз-
мущающего гамильтониана 1K .  
Невозмущенный гамильтониан соответствует свободному вращению осесимметрич-
ного тела с двумя равными моментами инерции ( 0 0A B ) и посредством упругого коэф-
фициента   учитывает поправки к моментам инерции из за деформаций тела вызванных 
сбственным вращением.  
Здесь приведем выражения для указнных составляющих гамильтониана: 
















    
 
 . (2) 
Возмущающий гамильтониан 1K  описывает основные эффекты изменения геомет-
рии масс планеты и вариаций относительного кинетического момента. Эта составляющая 
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гамильтониана (в случае Земли) содержит сомножителем малый параметр 1010  . Эф-
фекты второго порядка малости связанные с указанными вариациями и трехосностью эл-
липсоида инерции Земли отнесены к составляющим гамильтониана второго порядка и 
здесь не рассматриваются.  
 С целью более детального исследования решения уравнений Лиувилля в канониче-
ских переменных Андуайе возмущающий Гамильтониан 1K  представим в виде суммы 
трех слагаемых 
 (1) (2) (3)
1 1 1 1K K K K   , (3) 
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Составляющая возмущающего гамильтониана (1)
1K  описывает влияние на невозму-
щенное (чандлеровское) движение временных вариаций основных коэффициентов геопо-
тенциала 2J  и 22C . Вторая составляющая 
(2)
1K играет важную роль для изучения коле-
баний полюса Земли и описывает влияние вариаций произведений инерции Земли (или 
вариаций соответствующих коэффициентов геопотенциала 21C , 21S  и 22S ). Третья со-
ставляющая описывает влияние на вращение планеты временных вариаций проекций от-
носительного кинетического момента планеты P , Q  и R . Дифференциальные урав-
нения имеют стандартный вид уравнений, содержащих малый параметр  . 
Наша задача построить приближенное решение уравнений движения (1) – (6). Для 
этого воспользуемся методом малого параметра. В рассматриваемой задаче параметр 
1010   является исключительно малым, поэтому здесь ограничимся построением лишь 
первого приближения. Для простоты записи формул не будем отдельно выделять малый 
параметр, а ограничимся рассмотрением формул первого приближения. 
При 0   возмущающий гамильтониан 1K  обращается в нуль, т.е. 
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Интегрируя уравнения, получаем 
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 0ll n t l  , 0gg n t g  , 0L L , (8) 
 0h h , 0G G , 0H H . (9)  
Формулы (8), (9) представляют собой общее решение задачи о невозмущенном дви-
жении. Первые интегралы (9) характеризуют постоянство вектора G  полного кинетиче-
ского момента системы Земля. 0G G  модуль этого вектора, 0H H  - постоянная проек-
ция на заданную ось с фиксированным направлением в пространстве, 0h h  - долгота век-
тора кинетического момента G . 
В данной работе невозмущенное значение угла 0   имеет произвольное значение. 
В то время как классическому подходу к изучению возмущенного вращения Земли (в аст-
рометрии и небесной механике) соответствует значение 0 0  . В (8), (9) индекс (0)  озна-
чает начальное значение соответствующей переменной Андуайе, ln - частота чандлеров-
ского движения полюса. 
















n G  . (10) 
Решение (8) - (10) описывает выбранное невозмущенное вращение свободной плане-
ты как осесимметричного тела, но с учетом вращательной деформации. В случае Земли 
невозмущенные частоты принимают значения: 
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     , 
4
0 = + =0.230117 10  1/годl gn n  . (11) 
Соответственно, 
0 2306.47= - = 1/год  g ln n . 
Теперь задача сводится к вычислению возмущений первого порядка относительно 
малого параметра   для трех переменных Андуайе: l , g  и L . В результате подобных 
вычислений приближенное решение рассматриваемой задачи Лиувилля может быть пред-
ставлено в виде: 
 0ll n t l l   , 0gg n t g g   , 0L L L  . (12) 
Возмущения первого порядка согласно методу малого параметра (они отмечены ин-
дексом 
(1)





























Частные производные гамильтониана (или его составляющих) в подынтегральных 
выражениях (13) вычисляются при невозмущенных значениях переменных.  
Теперь нужно предложить модель перераспределения масс Земли, адекватной дан-
ным наблюдений космической геодезии и службы вращения Земли. Были проанализиро-
ваны современные данные о вариациях гравитационного поля Земли, полученные мето-
дом лазерной локации спутников Земли (SLR). Так в работе Ченга и др. [1] были исследо-
ваны годовые и полугодовые вариации нормированных коэффициентов геопотенциала 
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nmC , nmS  до шестой гармоники включительно. При этом использовались данные лазерных 
наблюдений 6 спутников (Lageos-1 and 2, Starlette, Ajisai, Stella, and BEC) за период с ян-
варя 2000 года по декабрь 2001 года. Были определены амплитуды и начальные фазы для 
годовой и полугодовой вариаций указанных коэффициентов до шестого порядка. Для на-
шей работы наибольший интерес представляют вариации коэффициентов геопотенциала 
лишь второй гармоники, т.к. лишь они фигурируют в уравнения задачи Лиувилля. Для го-
довых и полугодовых вариаций ненормированных коэффициентов геопотенциала [2]) со-
гласно указанной работе имеем следующие представления: 
  ( ) ( )2 2 2cosN NN
N
J J t    , (14) 
 ( ) ( )21 21 21cosN NN
N
C C t    ,  ( ) ( )22 22 22cosN NN
N
S S t    , 
 ( ) ( )22 2.2 22cosN NN
N
C C t    ,  ( ) ( )22 2.2 22cosN NN
N
S S t    . 
Для зонального коэффициента второй гармоники используются обозначения 
2 20J C  . В (14) 
( )
2
N , ( )22
N  и ( )22
N - начальные фазы указанных годовых и полугодовых 
вариаций коэффициентов геопотенциала. Начальные фазы определены для начального 
момента времени, за который принято 1 января 2000 г. N  - частоты колебаний, напри-
мер, соответствующие годовым и полугодовым колебаниям. В частности 1N   соответст-
вует годовому колебанию, 2N   - полугодовому колебанию. Также могут быть рассмот-
рены и изучены вариации с другими периодами. 
 В уравнениях движения (1) – (6) используются вариации ненормированных коэф-
фициентов геопотенциала (14). В аналитической форме годовые и полугодовые вариации 
ненормированных коэффициентов второй гармоники запишутся в виде [1]: 
 0 1
20
0 0 012.77 cos( 328.8 ) 0.56 cos(2 510 10 4.1 )C          , (15)  
010 10 0
21 0.57 cos( 47.0 )10 100.41 cos(2 28.5 )C  
 
       , 
010 10 0
21 0.66 cos( 32.7 )10 100.32 cos(2 65.3 )S  
 
       , 
010 10 0
22 0.25 cos( 227.9 )10 100.10 cos(2 326.6 )C  
 
       , 
0 1
22
10 0 00.51 cos( 55.3 )10 100.14 cos(2 107.5 )S           . 
n t   (время отсчитывается в долях года от начала года). Приведенные данные рас-
сматриваются в качестве основной модели Земли с изменяемой геометрией масс. Здесь 
значения амплитуд вариаций даются в условных единицах 
1010 , фазы в градусах. В ана-
литическом представлении вариаций (14) их амплитуды и фазы имеют значения: 
 (1) 10 (2) 10
2 22.77 10 ,   0.56 10J J
        ; (1) 0 (2) 02 2328.8 ,   54.1   ; (16) 
(1) 10 (2) 10
2.1 2.10.57 10 ,   0.41 10C C
     ; (1) 0 (2) 021 2147.0 ,    28.5   ; 
(1) 10
2.1 0.66 10S
  , (2) 102.1 0.32 10S
  , (1) 0 (2) 021 2132.7 ,    65.3   ; 
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(1) 10
2.2 0.25 10C
  , (2) 102.2 0.10 10C
  , (1) 0 (2) 022 22227.9 ,  326.6   ; 
(1) 10
2.2 0.51 10S
  , (2) 102.2 0.14 10S
  , (1) 0 (2) 021 2155.3 ,  107.5   . 
Приведенные здесь данные означают, что в нашем распоряжении для изучения ди-
намических эффектов во вращении Земли имеются высокоточные данные о вариациях ко-
эффициентов геопотенциала. На стыке космической геодезии и современной геодинамики 
появляется новый метод (или подход) к изучению движения полюса Земли и ее суточного 
вращения, вызванных изменениями геометрии масс планеты.  
 Для компонент углового момента относительного движения частиц планеты также 
могут быть построены модельные циклические вариации вида: 
  cosN N N
N
P P t    , (18) 
 cosN N N
N
Q Q t    , 
 cosN N N
N
R R t    . 




NC , ( )22
NS , ( )21
NC , ( )21
NS , NP , NQ , NR  (19) 
получаются на основе данных наблюдений, например за приливными вариациями коэф-
фициентов. А также могут быть построены на основе определенных динамических моде-
лей перераспределения масс планеты, например, для ее приливных деформаций. В нашей 
постановке задачи величины (18) представляются известными функциями времени.  
Возмущения во вращательном движении вследствие циклических 
вариаций основных коэффициентов геопотенциала 2J  и 22C .  
Рассмотрим теперь первые слагаемые гамильтониана (11), (14) пропорциональные 




1 2 222 2
0
1 1
2 1 cos 2
2 3
L L
K G J C l
IC G G
 
    
       
    
, (20) 
где вариации 2J и 22C  определяются формулами (14) – (17), N  - частоты годовых и 
полугодовых циклических вариаций геометрии масс. В первую очередь рассматриваем 
годовые и полугодовые вариации, для которых 1 6.2832 рад/год   и 2 12.5664 рад/год 
. Формулы (23), (25) позволяют представить гамильтониан - первую часть возмущающего 
гамильтониана IK  в следующем стандартном виде:  












    
 
  (21) 
      ( ) 2 2 ( ) ( )22 22 22cos 2 cos 2N N NN NC G L l t l t            . 
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Наша задача определить возмущения первого порядка переменных Андуайе ,l g  и L
, а также угла   между вектором кинетического момента изменяемой планеты и ее поляр-
ной осью O , на основе дифференциальных уравнений в канонических переменных Ан-
дуайе с Гамильтонианом (21). Переменные характеризуются определенными начальными 
условиями: 0 0,  l l g g   и 0L L . Возмущения первого порядка для каждой составляю-
щей гамильтониана (4) – (6) могут быть вычислены по отдельности.  
Для этого вычислим частные производные гамильтониана IK  при невозмущенных 
значениях переменных Андуайе (12):  
    
(1) 2
2 ( ) ( ) ( )1
22 22 22
0
sin sin 2 sin 2N N NN N
N
K G
C l t l t
l IC
    

       















  (23)  
    ( ) ( ) ( )22 22 22cos 2 cos 2N N NN NC l t l t           , 
  
(1)
















  (24) 
    ( ) ( ) ( )22 22 22cos 2 cos 2N N NN NC l t l t           . 
Получившиеся в результате функции времени (22) – (24) подставим в выражения 






































. Наряду с вариацией переменной L  будем рассматривать также вариацию уг-







  , поскольку sinL G   . 
Для аналитического представления возмущений первого порядка будем использовать спе-
циальные обозначения для амплитуд. Так возмущения первого порядка во вращении пла-
неты, обусловленные вариациями основных коэффициентов геопотенциала 2J  и 22C  за-
пишутся в следующем окончательном виде:  
     (1) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( )0, 2 2, 22 2, 22sin sin 2 sin 2N N NN N N N N N
N
l l t l l t l l t                , 
    (1) (1) ( ) (1) ( )2, 22 2, 22cos 2 cos 2N NN N N N
N
L G L l t L l t            , (26)  
     (1) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( )0, 2 2, 22 2, 22sin sin 2 sin 2N N NN N N N N N
N
g g t g l t g l t                . 
Амплитуды приведенных возмущений определяются компактными формулами:  

















































































   

. 
Таким образом, возмущения (26) содержат тригонометрические члены с характер-





















Полученные формулы содержат невозмущенное значение угла 0  , определяю-
щее коническое невозмущенное движение вектора кинетического момента в теле планеты. 
Амплитуды возмущений легко вычисляются по заданным значениям амплитуд вариаций 
коэффициентов геопотенциала (15), (17). В формулах для возмущений переменных Анду-
айе (26), (27) 0ln   - частота невозмущенного движения полюса, связанная с периодом 
чандлеровского движения lT  формулой 2 /l ln T  . Для угла   примем постоянное зна-
чение, рекомендованное и использованное в работе [3]): 0 40"2523 0 70083 10    . Это 
означает, что в теле Земли в невозмущенном движении вектор кинетического момента ее 
вращательного движения (и вектор угловой скорости ее вращения) описывает круговой 
конус с углом полураствора 0"2523  . Период одного оборота составляет период Чанд-
лера 433.165 сут=1.1859 годChT  . Угловая скорость суточного вращения Земли составля-
ет 5 4
0 7.292115 10  1/c=0.230117 10  1/год
   . 
В формулах (27) 0.3306784I   - безразмерный полярный момент инерции Земли. 
При расчетах амплитуд также использовались следующие значения основных параметров 
задачи. 4
0 =0.230117 10  1/год   - угловая скорость суточного вращения Земли (начальное 
значение). Период осевого вращения Земли 0 1/ 365.26 0.00273778 гT   . 
2 / 5.298 о2 1 0д /гl Chn T      - угловая скорость чандлеровского невозмущенного дви-
жения по конусу. Соответствующие частоты годовых и полугодовых вариаций геометрии 
масс Земли равны, соответственно:  
1 2  1/год=2  1/год 6.283185 1/год    , 2 4  1/год=12.566371  1/год  . 
На основе принятых параметров задачи о вращении Земли были получены амплиту-
ды (и периоды) возмущений переменных Андуайе. Эти значения приведены в таблице 1. 
Математика и Математическое моделирование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 25 
Таблица 1. Амплитуды вариаций переменных Андуайе, обусловленные вариациями основных 
коэффициентов геопотенциала 2J  и 22C . 
n    
Амплитуды 
1N   
Периоды 
1N   (г) 
Амплитуды 
2N   
Периоды 
2N  (г) 
1 
(1)
0,Nl   0”06328 1.0000 0”03164 0.5000 
2 
(1)
2,Nl  -0”00832 -1.4567 0”00729 3.1896 
3 
(1)
2, Nl    -0”00213 -0.3722 -0”00062 -0.2713 
4 
(1)
0,Ng  -0”02109 1.0000 -0”00109 0.5000 
5 
(1)
2,Ng   0”00832 -1.4567 -0”00729 3.1896 
6 
(1)
2, Ng   0”00213 -0.3722 0”00062 -0.2713 
 
Амплитуды (1)2, NL   вариаций переменной L  имеют малые значения порядка 
101" 10  и 
в таблице 1 не приводятся. Переменные ,l g  вследствие малости угла   имеют сущест-
венно большие амплитуды. 
Возмущения во вращательном движении вследствие вариаций 
произведений инерции планеты 
Рассмотрим теперь слагаемые возмущающего гамильтониана (4) пропорциональные 
вариациям основных коэффициентов геопотенциала (вариациям произведений инерции), 
которые по предположению допускают следующие тригонометрические представления: 
   ( ) ( )21 21 21cosN NN
N
C C t    ,  ( ) ( )21 21 21cosN NN
N
S S t    , (29) 
 ( ) ( )22 22 22cosN NN
N
S S t    , 
Таким образом, вторая часть возмущающего гамильтониана  
   (2) 2 2 2 2 2 21 22 21 21
0
1
sin 2 sin cosK S G L l C L G L l S L G L l
JC
        
 
 (30) 
может быть представлена в следующем стандартном виде 
      (2) 2 2 ( ) ( ) ( )1 22 22 22
0
1





K G L S l t l t
JC
              (31) 
   2 2 ( ) ( ) ( )21 21 21sin sinN N NN NL G L C l t l t              
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   2 2 ( ) ( ) ( )21 21 21cos cosN N NN NL G L S l t l t            . 
Вычислим теперь частные производные функции (31) при невозмущенных значени-
ях переменных (9): 
       
(2)










G L S l t l t
l JC
   

         
  (32) 
   2 2 ( ) ( ) ( )21 21 21cos cosN N NN NL G L C l t l t              
    2 2 ( ) ( ) ( )21 21 21sin sinN N NN NL G L S l t l t            , 
 
   
(2)
( ) ( ) ( )1
22 22 22
0






S l t l t
L JC
    

         
  





N NC l t l t

   

          





N NS l t l t

   

        
, 
 
   
(2)
( ) ( ) ( )1
22 22 22
0






S l t l t
G IC
   

        
  





N NC l t l t

   

          





N NS l t l t

   

        
. 
Получившиеся в результате функции времени (32) подставим в выражения квадра-






























 В результате вычисления интегралов в (33) для возмущений первого порядка, обу-
словленных вариациями коэффициентов геопотенциала 21C , 21S , 22S , и несложных 
преобразований получаем окончательные следующие формулы для возмущений первого 
порядка. Для переменной L :  
    (2) (2) ( ) (2) ( )1, 21 1, 21/ sin sinN NN N N N
N
L G L l t L l t           (34)  
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   (2) ( ) (2) ( )1, 21 1, 21cos cosN NN N N NL l t L l t            


















































Для переменной l : 
    (2) (2) ( ) (2) ( )1, 21 1, 21sin sinN NN N N N
N
l l l t l l t            (36)  
   (2) ( ) (2) ( )1, 21 1, 21cos cosN NN N N Nl l t l l t          























































Для вариаций третьей переменной Андуайе g  получаем аналогичные выражения: 
    (2) (2) ( ) (2) ( )1, 21 1, 21cos cosN NN N N N
N
g g l t g l t           (38) 
   (2) ( ) (2) ( )1, 21 1, 21sin sinN NN N N Ng l t g l t           
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Таблица 2. Амплитуды вариаций переменных Андуайе, вызванных годовыми и полугодовыми вариациями 
коэффициентов геопотенциала 21C , 21S  и 22S . 
n    
Амплитуды 
1N    
Периоды 
1N   
Амплитуды 
2N   
Периоды 
2N   
1 2,Nl   -0”0170 -1.4567 -0”0170 3.1896 
2 2, Nl   -0”0043 -0.3722 -0”00087 -0.2713 
3 1,Nl  592”6116 6.3792 57”7676 0.8645 
4 1, Nl   -50”4011 -0.5425 -23”5026 -0.3517 
5 1,Nl

 -686”1823 6.3792 -45”0869 0.8645 
6 1, Nl









710  -0.5425 1”154 710  -0.3517 
9 1,NL  -33”027
710  6.3792 -2”215 710  0.8645 
10 1, NL   2”866
710  -0.5425 0”910 710  -0.3517 
11 2,Ng   0”0170 -1.4567 -0”0102 3.1896 
12 2, Ng   0”0043 -0.3722 0”00087 -0.2713 
13 1,Ng  -592”6120 6.3792 -57”7676 0.8645 
14 1, Ng   50”4011 -0.5425 23”5026 -0.3517 
15 1,Ng

 686”1823 6.3792 45”08688 0.8645 
16 1, Ng

  -58”3591 -0.5425 -18”34352 -0.3517 
 




  здесь малые и составляют около 
101'' 10 .  
Формулы (34) - (39) определяют вариации переменных Андуайе, вызванные цикли-
ческими изменениями произведений инерции планеты или соответствующих им вариа-
циями коэффициентов геопотенциала (29). При малых значениях   решение (36) - (39) 
имеет особенность (сингулярность при 0  ). Однако она может быть устранена при пе-
реходе к другим переменным, например, к проекциям вектора угловой скорости тела на 
его главные оси инерции. 
Возмущения во вращательном движении вследствие вариаций 
кинетического момента относительного движения частиц планеты 
Рассмотрим теперь третью часть возмущающего гамильтониана (6), обусловленную 
циклическими вариациями компонент кинетического момента относительных движений 
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частиц планеты, например, ее атмосферы, океана, других флюидных масс. Для годовых и 
полугодовых вариаций составляющих относительного кинетического момента (18) ис-
пользуем обозначения: 
  ( ) cosN N
N
P t P U  , ( ) cosN N
N
Q t Q V  , ( ) cosN N
N
R t R W  , (40) 
полагая аргументы тригонометрических функций равными:  
N N NU t   , N N NV t   , N N NW t   , 
где 1  - частота годовой вариации и 2  - полугодовой вариаций компонент полного отно-
сительного кинетического момента или его составляющих; N , N  и N  - начальные фа-
зы, время t  отсчитывается в долях года от начала года. 
Теперь для гамильтониана (3)
1K  получаем новое представление в подходящем для 
приложений виде 
    (3)1
1
sin sin cos 2cos cos
2
N N N N N N
N N
K P l U Q l V R W

    
 
        
 
   (41) 
или в канонических переменных 
    (3) 2 21
0
1
sin cos 2 cos
2
N N N N N N
N N




         
 
   (42) 
 Вычислим теперь, как и в предыдущих двух случаях, частные производные гамиль-
тониана (3)
1K  по переменным Андуайе при их невозмущенных значениях:  





sin sin cos cos
2 sin
N N N N N N
N
K
P l U l U Q l V l V
G C 

               
 , 




sin cos cos sin sin
2
N N N N N N
N
K G




              
 , (43)  





sin sin cos cos
2 sin
N N N N N N
N
K













  . 





























В результате вычисления квадратур в (44) получаем следующие формулы для воз-
мущений переменных Андуайе, вызванных годовыми и полугодовыми вариациями ком-
понент относительного кинетического момента частиц планеты:  
       (3) (3) (3) (3) (3)1, 1, 1, 1,/ sin sin cos cosN N N N N N N N
N
L G L l U L l U L l V L l V             , 


































, (45)  
       (3) (3) (3) (3) (3) 3)1, 1, 1, 1, 0,cos cos sin sin sinN N N N N N N N N N
N












































    . (46)  
       (3) (3) (3) (3) (3)1, 1, 1, 1,cos cos sin sinN N N N N N N N
N




























































   

. 
Все коэффициенты возмущений в формулах (45) – (47) представлены в безразмер-
ном виде и вычисляются в секундах дуги. 


























    и для Земли 310  . Для примера вы-
числим дополнительные слагаемые вариации (3)l переменной l , обусловленной вариа-
















































































   . 
Периодические возмущения компонент угловой скорости 
Теперь решение рассматриваемой задачи нетрудно представить в переменных 
p q r, , . Для этого воспользуемся формулами (26), (27), на основе которых получим выра-
жения вариаций компонент угловой скорости через возмущения переменных Андуайе, 
вариации моментов инерции планеты и вариациями компонент относительного кинетиче-
ского момента. Указанные соотношения являются линейными и их можно записать в сле-
дующем виде: 
 cos sin sin cos sin sin sin cos cos
G A D E P
p l l l l l
A A B C G
   
       
 
      
 
, (53)  
cos cos sin sin sin cos sin sin cos
G B D F Q
q l l l l l
B B A C G
   
       
 
      
 
, 
sin cos sin sin sin cos
G C E F R
r l l
C C A B G
   
    
 
      
 
. 
Пренебрегая членами второго порядка малости относительно динамических сжатий 
планеты и вариаций компонент тензора инерции и компонент относительного кинетиче-
ского момента, получим упрощенную запись соотношений (53): 
0 0 0 0
cos sin sin cos sin sin sin cos cos
A D E P
p l l l l l
C C C C
   
        

 
      
 
, (54) 
0 0 0 0
cos cos sin sin sin cos sin sin cos
B D F Q
q l l l l l
C C C C
   
        

 




0 0 0 0
sin cos sin sin sin cos
C E F R
r l l
C C C C
   
     

 
      
 
. (56) 
Вариации моментов инерции для поверхностных процессов перераспределения масс 
выражаются через вариации коэффициентов геопотенциала, которые позволяют записать 
вариации компонент угловой скорости (54) – (56) в виде:  
  cos sin sin cosp l l l         (57) 
 22 2 22 21
1
6 sin sin 2 sin cos cos
3
P
C J l S l C
I C
 
      
 
     
 
, 
 cos cos sin sinq l l l         
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 22 2 22 21
1
6 sin cos 2 sin sin cos
3
Q
C J l S l S
I C
 
      
 
      
 
, 
 sinr     
2 21 21
2
cos sin sin sin cos
3
R
J C l S l
I C
 
     
 
     
 
. 
Для рассматриваемой задачи Лиувилля возмущения переменных Андуайе опреде-
ляются выше полученными формулами. Основные возмущения первого порядка для ком-
понент угловой скорости согласно (57) определяются формулами: 
 cos sin sin cosp l l l       , 
  cos cos sin sinq l l l       , (58) 
 sinr    . 
Подставим поочередно в выражения (58) аналитические выражения возмущений 
первого порядка для переменных   и l , соответствующие трем группам рассмотренных 
выше возмущений и определим возмущения проекций угловой скорости для каждого фак-
тора по отдельности: 
  ( ) ( ) ( )cos sin sin cosi i ip l l l       , (59) 
 ( ) ( ) ( )cos cos sin sini i iq l l l       , 
( ) ( )sini ir    ,  ( ) ( ) / sini iL G    , ( 1,2,3)i  . 
Кроме этих динамических компонент угловой скорости следует также учесть компо-
ненты в формулах (57), которые определяются формулами: 
   (4) 22 2 22 21
1
6 sin sin 2 sin cos cos
3
P
p C J l S l C
I C
 
       
 
     
 
, (60) 
 (4) 22 2 22 21
1
6 sin cos 2 sin sin cos
3
Q
q C J l S l S
I C
 
       
 






cos sin sin sin cos
3
R
r J C l S l
I C
 
      
 
     
 
. 
Таким образом, полные вариации проекций угловой скорости вращения планеты оп-
ределяются в виде сумм их вариаций обусловленных всеми рассматриваемым факторами: 
 (1) (2) (3) (4)p p p p p        , (61) 
(1) (2) (3) (4)q q q q q        , 
(1) (2) (3) (4)r r r r r        . 
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Колебания полюса, вызванные годовыми и полугодовыми вариациями 
основных коэффициентов гравитационного потенциала 2J , 22C .  
В результате несложных преобразований также поочередно получим выражения для 
соответствующих возмущений компонент угловой скорости. Для возмущений экватори-
альных компонент угловой скорости, обусловленных вариациями основных коэффициен-
тов геопотенциала, получаем: 
     
(1)
(1) ( ) (1) ( )
1, 2 1, 2sin sin
N N
N N N N
N
p
p l t p l t

   

        (62) 
   (1) ( ) (1) ( )1, 22 1, 22sin sinN NN N N NP l t P l t           , 
   
(1)
(1) ( ) (1) ( )
1, 2 1, 2sin sin
N N
N N N N
N
q
p l t p l t

   


       
   (1) ( ) (1) ( )1, 22 1, 22sin sinN NN N N NP l t P l t           , 
где коэффициенты определяются формулами: 
 
Вариации суточного вращения планеты, вызванные вариациями коэффициента гео-
потенциала 22C , в зависимости от невозмущенного значения угла 0 0"24    опреде-
ляются формулой:  
    
(1)
( ) ( )
2, 22 2, 22cos 2 cos 2
N N
N N N N
r
r l t r l t

   







































Вариации компонент угловой скорости (62), (63) составляют микросекунды дуги, а 
амплитуды вариаций угловой скорости (65) являются весьма малыми.  
Для принятой модели годовых и полугодовых вариаций компонент угловой скорости 
(4) получаем что вариации коэффициентов геопотенциала 2J , 22C  слабо влияет на ее 
суточное вращение (амплитуды составляют 1010  секунды дуги).  
Вариации проекций угловой скорости вследствие вариаций 
коэффициентов второй гармоники геопотенциала 21C , 21S  и 22S . 
Аналогичным образом, для возмущений, обусловленных вариациями произведений 
инерции планеты или ее соответствующих коэффициентов геопотенциала (29), получаем 
формулы: 
    
(2)
(2) ( ) (2) ( )
0, 21 0, 21cos sin
N N
N N N N
N
p
P t p t

   

     (66) 
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   (2) ( ) (2) ( )1, 22 1, 22cos cosN NN N N Np l t p l t          
   (2) ( ) (2) ( )2, 21 2, 21cos 2 cos 2N NN N N NP l t P l t          
   (2) ( ) (2) ( )2, 21 2, 21sin 2 sin 2N NN N N Np l t p l t           , 
 
   
(2)
(2) ( ) (2) ( )
0, 21 0, 21sin cos
N N
N N N N
N
q
Q t q t

   

     
   (2) ( ) (2) ( )1, 22 1, 22sin sinN NN N N Nq l t q l t          
   (2) ( ) (2) ( )2, 21 2, 21sin 2 cos 2N NN N N NQ l t Q l t          
   (2) ( ) (2) ( )2, 21 2, 21cos 2 cos 2N NN N N Nq l t q l t           , 

























































































   

. 
Таблица 3. Амплитуды вариаций компонент угловой скорости p  и q , вызванных годовыми и 
полугодовыми вариациями коэффициентов геопотенциала 21C , 21S и 22S . 
Коэффициенты Амплитуды 
1N    
Периоды (г) 
1N   
Амплитуды 
2N   
Периоды (г) 
2N   
(2)
0,Np  
0”04153 1.0000 0”004049 0.5000 
(2)
0,NP  
-0”04809 1.0000 -0”003160 0.5000 
(2) (2)
1, 1,N Np q  1”6851
610  6.3792 0”11073 610  0.8645 
(2) (2)
1, 1,N Np q   -0”1433
610  -0.5425 -0”04505 610  -0.3517 
  
Приведем также формулы для возмущений осевого вращения планеты: 
    
(2)
(2) ( ) (2) ( )
1; 21 1; 2.1cos cos
N N
N N N N
N
r
r l t r l t

   

        (68) 
   (2) ( ) (2) ( )1; 21 1; 21sin sinN NN N N NR l t R l t          
   ( ) ( )2; 22 2; 22sin 2 sin 2N NN N N Nr l t r l t            , 
где 














































































































Если пренебречь малым углом  , то для вариаций компонент угловой скорости, 
обусловленных годовыми и полугодовыми вариациями коэффициентов геопотенциала 
21C , 21S  и 22S  получаем следующие упрощенные формулы: 
     
(2)
(2) ( ) (2) ( )
0, 21 0, 21cos sin
N N
N N N N
N
p
P t p t

   

    , (70) 
   
(2)
(2) ( ) (2) ( )
0, 21 0, 21sin cos
N N
N N N N
N
q
Q t q t

   







Вариации проекций угловой скорости планеты вследствие вариаций 
компонент углового относительного момента P , Q  и R . 
Эти возмущения обусловлены вариациями компонент кинетического момента час-
тиц тела (40) и определяются формулами (59) (при 3i  ), в которые следует подставить 
формулы для вариаций соответствующих переменных Андуайе (45) – (47). 
Опустим несложные аналитические преобразований и приведем окончательные 
формулы для возмущений компонент угловой скорости: 
    
(3)
(3) (3) (3) (3)
0; 0; 1; 1;cos sin sin sinN N N N N N N N
p
P U p V P l W P l W


       (71)  
       (3) (3) (3) (3)2; 2; 2; 2;cos 2 cos 2 sin 2 sin 2N N N N N N N NP l U P l U p l V p l V         , 
    
(3)
(3) (3) (3) (3)
0; 0; 1; 1;cos sin cos cosN N N N N N N N
q
Q V q U Q l W Q l W


       (72) 
       (3) (3) (3) (3)2; 2; 2; 2;sin 2 sin 2 cos 2 cos 2N N N N N N N NQ l U Q l U q l V q l V         , 
где коэффициенты определяются формулами: 


























, (73)  
 











































  . 
Коэффициенты (3);n NQ  , 
(3)
;n Nq   выражаются через коэффициенты (73) и определяются 
формулами идентичными (73). 
Определение вариаций компонент угловой скорости четвертой группы: 
(4)p , (4)q и (4)r  
Подставим годовые и полугодовые вариации коэффициентов второй гармоники ге-
оптенциала (14) и вариации проекций относительного кинетического момента (18) в фор-
мулы (60). После несложных преобразований получаем выражения для возмущений 4 
группы (из общего представления (61)): 
   
(4)
(4) ( ) (4)
0, 21 0,cos cos
N
N N N N
N
p




   (74) 
   (4) ( ) ( )1, 2 2sin sinN NN N Np l t l t            
   (4) ( ) ( )1, 22 22sin sinN NN N NP l t l t            




(4) ( ) (4)
0, 21 0,cos cos
N
N N N N
N
q




    
   (4) ( ) ( )1, 2 2cos cosN NN N Np l t l t            
   (4) ( ) ( )1, 22 22cos cosN NN N NP l t l t            
    (4) ( ) ( )1, 22 22cos cosN NN N NQ l t l t           , 
 
   (4) (4) ( ) (4)0, 2 0,cos cosNN N N N N
N
r r t R t w        
   (4) ( ) ( )1, 21 21sin sinN NN N NR l t l t            
    (4) ( ) ( )1, 21 21cos cosN NN N Nr l t l t           , 
где коэффициенты определяются формулами 














 , (75) 






















































  . 
Формулы (74), (75) описывают кинематические составляющие проекций угловой 
скорости вызванные вариациями коэффициентов второй гармоники геопотенциала и ва-
риациями составляющих относительного кинетического момента. 
Годовые и полугодовые колебания полюса Земли, вызванные 
вариациями коэффициентов геопотенциала 
В нашем распоряжении имеется ряд определений годовых вариаций коэффициентов 
геопотенциала 21C  и 21S  (их ненормированных значений) (см. Табл. 4). Они были получе-
ны на основе различных методов исследования вращения Земли, спутниковых исследова-
ний и др.  
Таблица 4. Годовые и полугодовые вариации ненормированных коэффициентов геопотенциала 21C  и 21S  
по работе Мура и др. [4]). Амплитуды вариаций даются в условных единицах 1 ед.=
1010 .  
Метод, авторы Годовая вариация Полугодовая вариация 
21(EOP,Chen)C  0.81  0cos 30t   0.16  0cos 2 36t   
21(GRACE)C  0.70  0cos 39t   0.16  0cos 2 15t   
21(SLR)C  0.59  0cos 32t   0.41  0cos 2 35t   
21(EOP,Chen)S  0.92  0cos 24t   0.27  0cos 2 162t   
21(GRACE)S  0.66  0cos 14t   0.58  0cos 2 126t   
21(SLR)S  1.06  0cos 28t   0.17  0cos 2 58t   
 
Задача определения годовой траектории полюса оси вращения из наблюдений счи-
талась одной из основных задач астрометрии в течении всего двадцатого века и не утра-
тила своей актуальности сегодня. Результаты большинста работ по этой проблеме сумми-
рованы в работах известных ученых (Манк Макдональд, [5]; Яцкив и др., [6]; Lambeck, 
[7]). В таблице 5 приведены значения амплитуд (в секундах дуги) и фаз (в градусах) для 
годовых вариаций компонент угловой скорости Земли, полученные различными авторами 
путем гармонического анализа наиболее длинных рядов координат полюса (строки с но-
мерами 1 - 8). Эти значения взяты из монографии Н.С. Сидоренкова [8], в которой также 
отмечены важные особенности используемых рядов наблюдений и выбора системы коор-
динат для определения положения полюса Земли. В таблице 5 приведены данные об ам-
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плитудах годовых возмущений в угловых координатах полюса по данным астрометриче-
ских наблюдений (строки 1 - 8), о перераспределении воздушных масс (строки 9, 10) и по 
геодинамической модели направленного годового циклического перераспределения масс 
Земли (строка 11).  
Таблица 5. Годовые вариации угловых координат полюса вектора угловой скорости вращения Земли в 
Гринвичской системе координат, определенные астрометрическими методами и полученные на основе 
одноточечной модели годового перераспределения масс Земли.  
N Авторы Методы  /p    /q   









0cos( - 238 )  0''0751 0cos( -338 )  




0cos( - 250 )  0''0668 0cos( -338 )  









0cos( - 242 )  0''0668 0cos( -330 )  









0cos( - 240 )  0''0670 0cos( -330 )  




0cos( - 250 )  0''0848 0cos( -333 )  
9 Манк и Макдональд Атмосфера 0''0889
0cos( - 281 )  0''0730 0cos( -13 )  
10 Сидоренков Атмосфера 0''1040
0cos( - 280 )  0''0879 0cos( -14 )  
11 Данная работа Модель 0''0910
0cos( - 255 )  0''0912 0cos( -346 )  
Заключение 
Задача о возмущенном вращательном движении с изменяемой геометрией масс и пе-
ременным относительным кинетическим моментом в первом приближении решена в пе-
ременных Андуайе и в проекциях угловой скорости вращения планеты. Аналитическое 
решение позволяет выполнить приложения для изучения динамических эффектов от ука-
занных факторов для различных тел солнечной системы, включая Землю.  
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Полученные различными методами годовые вариации координат полюса оси враще-
ния Земли хорошо согласуются друг с другом (табл. 5). Данные об эмпирических вариа-
циях компонент угловой скорости Земли взяты из книги Н.С. Сидоренкова [8]. Эти ре-
зультаты известных авторов были получены в основном астрометрическими методами в 
ходе длительной истории исследования движения полюса Земли. Они хорошо согласуют-
ся между собой. Наше решение, полученное на основе нового подхода к исследованию 
задачи Лиувилля и данных космической геодезии о годовых вариациях коэффициентов 
геопотенциала 21C и 21S , также хорошо вписывается в общий ряд.  
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The paper deals with development of the theory of perturbed rotational motion of a celes-
tial body with variable geometry of the masses. Its main task is to study the impact of annual and 
semi-annual variations of the Earth's mass geometry (a component of its inertia tensor), as well 
as a component of its relative angular momentum, on the movement of the Earth's poles and its 
axial rotation. The body is considered to be a free (isolated), and the problem formulation corre-
sponds to the classical Liouville problem on rotation of a variable body. Euler conical movement 
of the axially symmetric body with an arbitrary constant half-angle 0   is assumed as the un-
perturbed motion. In the classical theory of the Earth's rotation this angle is usually assumed to 
be zero. 
In the last 20 years, accuracy to determine the Earth rotation parameters owing to using 
methods of space geodesy and method of Very Long Baseline Interferometry (VLBI) has in-
creased by about three orders of magnitude and has made about 
10 1110 10   i.e., in angle meas-
ure it is about 10 - 20 arc-microseconds. According to experts, the theory of the Earth's rotation 
with such precision is not created yet. The paper is focused just on the new dynamic studies of 
the Earth rotation at a higher level of accuracy than has been done in previous studies, using a 
new approach to the problem, based on the new forms of the equations of motion (in the 
Andoyer variables) and the analytical methods of perturbation theory (small parameter method). 
The problem of perturbed rotational motion with variable geometry and variable mass rela-
tive angular momentum in the first approximation is solved in Andoyer variables and projections 
of the angular velocity of the planet rotation. The analytical solution allows us to run applica-
tions to study dynamic effects from above factors for various bodies in the solar system, includ-
ing the Earth. The solution allowed us to obtain the following parameters of the fundamental ef-
fects in the Earth's rotation: the annual and semi-annual fluctuations of the axis pole of Earth's 
rotation, annual and semiannual variations in the axial Earth's rotation. The theoretical values of 
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the parameters are in good agreement with modern observation data of the Earth's rotation and 
the cyclical variations in the geo-potential coefficients. 
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